CAPITULO 3.

FORMULACION DEL MODELO USANDO EL METODO
DE LOS ELEMENTOS FINITOS (MEF).

¢ El M.E.F. y el Principio de los Trabajos Virtuales.

¢ El M.E.F. y la Ecuacion de Continuidad del Fluido.

¢ El M.E.F. y la Formulacion Acoplada.

¢ El M.E.F. y la No Linealidad Geométrica.

¢ Proceso de Suavizacion de Tensiones.



3.1. El M.E.F. y el Principio de los trabajos virtuales.

Z a aplicacion del principio de los trabajos virtuales conduce a la expresion
} (2.32). Para la aplicacion del método de los elementos finitos, las incogni-

tas del problema v y p son interpoladas en términos de los valores nodales de esas in-

cognitas, usando funciones de interpolacion N“ y NP respectivamente.

La razon por la que se ha utilizado diferente orden para las incognitas, es que la
porcion de la matriz de rigidez relacionada con esta incognita presenta caracteristicas
semejantes a la de los so6lidos incompresibles, esto es, valores muy pequefios en la di-
agonal principal. Para evitar problemas numéricos, se recomienda que el numero de las

incognitas relacionadas con la porcion bien condicionada (o sea lo relacionado a v) sea

mayor que la mal condicionada (o sea lo relacionado a p). Entonces, si se usa elementos

de ocho nodos para u y de cuatro para p, se habra cumplido con lo anterior. Durante el

Capitulo 4, se ampliara este analisis.

Se tiene entonces :
(3.1

donde B“ es la matriz que relaciona deformaciones especificas con desplazamientos y el

subindice (e) indica que la interpolacion este siendo efectuado a nivel del elemento (e) .
Retomando la expresion (2.34), se tiene
. T . . T ’] mT D m . . T . . T .
I55 D gd.()—j&g —m"m-=——= mpd.(2=j§u bd2+ j&u tdr
0 r

~ ~EP~ - 3~ - 3k

o

Introduciendo (3.1) en la anterior se obtiene, a nivel de elemento, la expresion

matricial siguiente:
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C) (& (8
|§(9)! _|:(9)p :E> (32)

donde

KO- [BY D BYd@

oo~ TEPT
. m' Dm

L@= [ B [1-=—==|mNP dQ (3.3)
~ ~ gk ~ ~

e S
(9 . .
P = NY bdo+ | NY tdr
- oo 7 p9~ -

3.1l. El M.E.F. y la ecuacion de continuidad del fluido.

Siendo (¥ ¢l dominio del elemento (e) y 7™ la parte del contorno del ele-
-L)

mento (e) con la carga de superficie t , la aplicacion del método de Ga-

lerkin a la expresion (2.28) con un factor de “peso” dgpconduce a la siguiente ecuacion

integral

(3.4)

Utilizando las mismas funciones de interpolacion de la expresion (3.1), se obtiene

la siguiente ecuacion matricial:

NCEENC @ .
S9p +L@ U +H@p -_p (3.5)

~1 - -

donde
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(& _ T e[~ =
S = [ NN a2 1= [k a0
O foRat) m
; (3.6)
NC! NP oz m DN
P - K d2+ [ NPZ—=z  d2+ [ NP vpde
- o0 XK m oo~ OKg - ri "~
siendo
- - + v v
S:1_n+1_ 1 2mTDm y Vn:—kn é(p )/Z) s Vinp=v,
K Ke (3k,)" ™ a

JIN
con “n” indicando la direccion normal al lado. En la expresion (3.6), ¢ puede ser tan-

to una deformacion viscoplastica como elastoplastica.

3.111. El M.E.F. y la Formulacion Acoplada.

Juntando (3.2) y (3.4) se tiene la forma acoplada, pero presentada en forma
(

matricial, a nivel de cada uno de los elementos la siguiente expresion:

ko _L@)|67 1o o ue) |p”
L(e)T S F.)(G) + 0 H® p(6‘) = ,E(e) (37)
~ ~1 ~ - - -

Aplicando el método del pardmetro « a la incdgnita p se obtiene

,Z)za*,b{ +(1—0£)*,;)1
t+At t

A su vez se considera que

;3= p|r+m B p|t

At

y las mismas consideraciones son realizadas en relacion a las otras variables. Aplicando

lo anterior a (3.7), se tiene :
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i K(e) _L(e) U(e)

L@ [s(eu adtH <e’) p
~ ~1 ~

K —L@ U@
RCE (S(e)—(’l—a)AtH(e)) (@ + (3.8)
- > A

sLIREL)

)+(1-a)(-P )

+At

1 Jle

a(-

t+Aat

(con 0<a<1) que también puede ser expresada en forma incremental de la siguiente

forma

(3.9a)

e

}f(e) _|:(e) AU(e) {0 0 } U(e) AP(e)

L —(S(e)+aAtH(e)) 4p'® (710 4t flp@ [ *
~1 ~ ~

4P
P

En la expresion anterior, para eliminar la asimetria, se cambio el signo de la ulti-

ma ecuacion.

Como la (3.92a) es no lineal, debe usarse un proceso iterativo que requiere que se
analice un residuo en cada iteracion. Este residuo debe calcularse de la siguiente mane-

ra:

E,;e) t J-Q §T (g‘i—a pi) do
R +4 - o ,‘ @ ~ © ; (39b)
& ZMH©p@‘+AP LTy )89 aath @) p —p )
~ ~ | ~ ~ At Tt ~1 - ~teat Tt
Los valores para el tiempo siguiente , se obtienen haciendo
e =U<e)+Ag<e’ y 09 =p9+4p® (3.10)

Ttrat it ~t+At ~t

La expresion incremental (3.9) debe ser montada para todo el dominio en estudio
y la correspondientes condiciones de contorno esenciales o forzadas deben ser incluidas,
obteniéndose un sistema de ecuaciones algebraicas no lineal que, en forma compacta,

puede ser escrito de la siguiente forma:
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g()g)mg:mg (3.11)

donde C es la matriz de los coeficientes, 4X el incremento de las incognitas y 4Q el

incremento del vector de términos independientes.

El sistema (4.15) puede resolverse por diversos métodos, tales como Newton -
Raphson (directo o modificado), BFGS (debido a Broyden, Fletcher, Goldyard, Shanno,
y también llamado de método cuasi Newton)!'”! ¢ gradientes conjugados con precondi-

cionador!'®

Una vez resuelto el sistema se aplica la expresion (3.10) hasta la convergencia y

se obtiene U y p en los puntos nodales; a parte de estos valores pueden calcularse las

componentes de deformaciones y tensiones y los correspondientes valores efectivos.

3.1V. El M.E.F. y la No Linealidad Geomeétrica.

Uuando se consideran desplazamientos finitos se tiene, ademds de la no

linealidad fisica debida al comportamiento elastoplastico o viscoplastico
del suelo, otra fuente de no linealidad llamada de no linealidad geométrica. En estos
casos es necesario usar un tensor de tasas de tensiones objetivo 6 indiferente del sistema
de referencia en las ecuaciones constitutivas. Aunque existan varias definiciones que
dan una medida objetiva de las tasas de tensiones, en el presente trabajo se adoptara

aquella dada par Jaumann "+ 2%,

Las componentes del tensor de tasas de tensiones de Jaumann vienen dadas

por:

oy =0~ wy-o wk (i.jk=123) (3.12)

donde o; son las componentes del tensor de tasa de tensiones de Cauchy y wj; son las

componentes del tensor de tasas de rotacion rigida (“spin tensor”) y que vienen dadas

por:
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_-__f} (i, =129) (3.13)

Las componentes del tensor de deformaciones en el caso de desplazamientos

finitos vienen dados por:

gj=—| —+—L
2 &

=gj+n; (i,j,k=123)

e v | T Nk Mg _
2 X X (3.14)

donde las coordenadas se refieren a la configuracion actualizada.

En el tiempo ¢, referido al sistema de coordenadas (x,, x,, x,) el cuerpo esta
sometido a un estado de tensiones Gij‘t (componentes del tensor de tensiones de Cau-
chy) y a un estado de deformaciones ¢; originado por las cargas de volumen b,|t y las

de superficie p,.|t (definidas por unidad de volumen y de superficie en el tiempo ).

En el tiempo t+A4¢ , el estado de tensiones efectivas es caracterizado por

o-;,-| . +A4c}” y las deformaciones tuvieron un incremento 4e; .Tambien las cargas de vo-
lumen y superficie cambian por b;|, +4b, y p ,|t +4p; respectivamente (estando referidas

a la unidad de volumen y superficie en el tiempo ¢). En resumen, las tensiones serén :
. J... -
a,-j=0';j—5,-jap, O';jt+At=O',"jt+AO' i Pt+at =Pt +A4p (3153)

El principio de los trabajos virtuales para el tiempo #+A¢ , tomando como refe-

rencia el estado en el tiempo ¢, puede escribirse de la siguiente forma :

_[5416‘],‘ (O','j )|
Q¢

dQ= [ 5 Au(b), + Ab)d2+ | sAu(pi|, + Api)dl (3.15b)
el Ir

t+At

0 en notacion matricial :

[ 646" (o) nd2=[ Sau™ (b +Ab)dQ+ [ SAU" (¢ +At)dl (3.15¢)
24 - = 0 - ~t - Ir - ~t ~
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Considerando (3.14) y (3.15a), se obtiene a partir de (3.15¢), la siguiente ex-

presion :

j&le Aa d.Q+f5A77 (0' —amAp )dQ- j&Ae amAp do=

04 04 - ~t 04
= [ 6au” AbdQ+ [ sau” Atdr+ (3.16)
o -7 .

dg+j5Au t| dr- j5Ag (o’ —amAp)

~lt

Q4 Tt Q4 ~t

Teniendo en cuenta que, en forma simplificada si observamos (3.12), los in-

crementos del tensor de tasas de tensiones de Jaumann vienen dados por:

Ac?=D_4ae (3.17)
~EP ~

Si se adopta la linealizacién Aex= 4, se obtiene la siguiente expresion:

Dm
j&lg D Aedo- jaAg == | ApdQ+ [ dAn' o dQ=
~ ~EP -~ ~ ks o o~ "t

= [ A" AbQ+ [ sAuT Atdr+ (3.18)
@ -~ 7 T "
dg+jAu f| or- [ 6as" o d2

04 Q¢

En notacidn indicial, considerando que:

Au; = ¢4 AU 9 (i=1, 2, 3; k=1,...n° de nudos p / elemento)

(3.19)
Ap=¢® Ap@  (k=1,...n° de nudos p/elemento)
se obtienen las siguientes matrices:
apl. By
K = j Y Pn g0 (3.20a)
EPupq X X
e q
D’ A
L® = j [5 Koq WJ Vi PdQ (3.20b)
] pqg 3ks O'XI
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AP®) = [ Abegld2+ [ Atyglydl +
o4 rie
» (3.20c)
R e 7%
o o4 X

+ jbk|t ¢4 dQ+
o0

Las matrices de (3.20), exceptuando el conjunto de términos entre corchetes de

(3.20c), ya fueron definidas anteriormente en (3.3). Para obtener la tercera integral del

miembro izquierdo de (3.18), que dard origen a la matriz de rigidez geométricaK(g),

debe recordarse que:

124u, cAu, . .
An. =— i,j k=123 3.21
77'1 2 O’Xi @(j ( ) ) ( )
la que puede escribirse también de la siguiente forma:
(&IWJZ +(0”AU2j2 J{&Iu;;jz
X1 X1 X1
(ﬂAw) 2 +(ﬁAu2j 2 +(6Au3) 2
12,4} X2 X2
1 (ﬁAU1j2+(é’AU2j2+(é’AU3)2 1 322
A1=31 |Uoxs X s ) | [TR,A0E (3.22)
oAus dAuy  dAuy, dAus n oAus dAus
0')(1 0")(2 03(1 0")(2 @(1 0’)(2
oAUy oAu4 . oAU, oAus N oAus dAus
0’)(2 0’)(3 0'5(2 0’)(3 @(2 0’)(3
oAus dAuq + aoAus dAu N é’AU3 é’AU;g
@(3 0’)(1 03(3 @(1 03(3 03(1
donde
é’AU1 0’7AU2 0’7AU3 0 0 0 0 0 0
X1 X1 X1
0 0 0 oAuy  dAuy  oAus 0 0 0
Xo Xo X3
0 0 0 0 0 0 é;'(“’ 5;‘(”2 5;‘(”3
A (4u)= 3 3 3
~0 ~ é’AU1 5AU2 5AU3 0 0 0 0 0 0
X2 X2 Xo
0 0 0 oAuy  dAuy  oAus 0 0 0
X3 X3 X3
0 0 0 0 0 0 oAu;  dAuy  dAug
X4 X4 X3
(3.23)
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e{

oAu, AU, oAu, oAu, AU, oAuy oAu, AU, AAu,

Por otro lado

0 también

oAn=

~0

oAuq doAu4

3|4 (au)a0:a (21u) o]

An=—

aAus doAus

XX XK XX K K&K

oAUz doAus

X1 Xq
oAuy doAu

X1 Xq

n oAUy doAu,

X1 Xy

n oAus doAus

Xy Xo
oAuy 064U

Ko Ko

N AUy doAu,

Xo X

N oAUz oAUz

X3 X3
oAuy doAu

X3 X3
aAus doAus

X3 X3
oAUz oAUz

X1 X2
oAuy doAu

X1 Xz

X1 X2

|

" oAUy doAu,

Xo X3 Xy X3 Xo X3
O"AU1 0’75AU1 " é’AUg 5’5AU2 + é’AUg O"5AU3

@(3 @(1 0’)(3 0’)(1 03(3 @(1

" oAus doAus

(3.25b)

Usando la expansion

Au==N"4U®
y haciendo
Au,
1
0=D Au=|D | Au,
DZ Auy

donde el operador 2, (i=123) viene dado por:

(3.24)

(3.25a)

(3.26)

(3.27)
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o §<>|Q,
o

2
I
o §>|Q, o

o

|y o

se obtiene:

=4, (N a0 ) DN “)aau @4 (41019 DN V) au |-

~ ~o\ ~

=B [Au‘e’)&tu‘e)
= VA -

(3.29)

siendo:

3! =4 (N au)o(n)-Aau)e

~NL ~¢

sAn" =saU@" BY'
~ ~ ~NL

y consecuentemente

K@= [B" & do

~G Q®~NL~t

Se puede demostrar que K viene también dada por:
~G

(1342

La matriz G para un nudo “i” es:

(3.28)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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- AT
ONY ON" ONY
~! 0 0 -~ 0 0 -~ 0 0
2 - X, - - X, -
N N AN
G= 0 ~! 0 0 ~! 0 0 —! 0 (3.34)
~j ~ X, ~ ~ X, ~ ~ X, ~
ﬁNf’ 5Nf’ ONY
0 o —- o0 o —- o0 0 —!
- - 28 - - 2 - - 2

La matriz Sviene dada por:

O'11| U12| O'13|
~3 ~3 ~3

S= O'21| 622| 623| (335)
~ ~3 ~3 ~3

O'31| 632| O'33|
~3 ~3 ~3

donde | es la matriz identidad de orden 3x3.
~3

La expresion (3.26) puede ser escrita de la siguiente forma:

Aug) [g¢ 0 0 || du?

Auzt=| 0 ¢ 0 Pau? =N"aU® (i=1,.., NNE) (3.36)
~ ~ ~io~i

AUz Q Q ¢Iu AU3$-6)

donde NNE indica el numero de nodos por elemento y ¢ es la funcion de interpolacion

73T
1

del nudo “i” para cada una de las componentes de la tasa de desplazamiento.

Usando las expresiones (3.29) y (3.36), la matriz de rigidez geométrica en la

notacion indicial puede escribirse de la siguiente forma:

P pi P pj
Xk X

Ke, = | ou de (i,j.kl,p=1223) (3.37)

fed

Resolviendo el sistema (3.11), puede calcularse AUy 4p, que son los incre-
mentos de las variables de estado. Con (3.10) puede calcularse U y ppara la configura-

cion 2 4.
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Con los incrementos de las variables de estado pueden calcularse las compo-

nentes del tensor de tensiones de Cauchy en cada punto de integracion a nivel del ele-

mento usando la expresion (3.12) y los valores AU'® . Estas componentes vienen dadas

por:

ij ijkl

:Gi.‘ +D
t+At ¢

+o e awy| - (i,j.k=123)

Ae,d‘t +aikAwkj‘t +

(3.38)

La expresion (3.38) implica en transformar o

+AO‘J €n o]

+A40c. Los valores

t t

obtenidos en (3.38) seran utilizados para calcular las variables de estado en la configu-

racion £2o4..

Las tensiones calculadas en los puntos de integracion pueden ser proyectadas a
los nodos a través de un proceso de suavizacion que sera presentado en el proximo pa-

rrafo.

Para concluir, resulta interesante destacar que el tensor de tasas de tensiones de
Truesdell ® es otra alternativa para definir una medida objetiva de las tasas de tensio-

nes. Sus componentes estan relacionadas a las de Jaumann de la siguiente manera:

* . . .

oij =O'I.f — 0 Ejk=0 j Eik+ 0 ; Ekk (i,j,k=1,2,3) (3.39)

* L]
Como puede observarse o coincide con o Ij si las tasas deformaciones ¢x pue-

den ser consideradas pequenas.

Por otro lado, considerando que:

ol =D en  (i,j.kl=123) (3.40)
y
o3 =Dy eu (k] =123) (3.41)
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Se tiene que !

*

Dy =Dy —0ud; —0 8y +0;6,  (i.j.kI=123)

(3.42)

3.V. Proceso de Suavizacion de Tensiones.

El anélisis por elementos finitos permite calcular las variables de estadoU y pen

cada nudo, y el valor de cada una de las componentes del tensor de tensiones a nivel
del elemento, para cada punto de integracion. Resulta conveniente proyectar estos valo-

res de las tensiones a los nudos.

En este trabajo, la proyeccion de los valores de las tensiones en el punto de in-
tegracion hacia los nudos a nivel de elemento, serd realizado usando el método de los

minimos cuadrados.

Sea o9 el vector que contiene los valores de una determinada componente de
~Pl

la tension en los puntos de integracion del elemento (e).

Se utiliza como funcidén de suavizacion:

NNE

(& _ 4 (8 _ ) 4
oO=go = LboN (3.43)

donde ¢ y o' son vectores que contienen las funciones de interpolacion ¢ de una de-
~ ~N ~j

terminada componente del tensor de tensiones o, en cada nudo “i”, y siendo NNE el

nimero de nudos por elemento.

Los valores de ¢ deben ser tales que minimicen el funcional:
~N

2

NPl 1 NNE
7@ = z E O-fi’el)k _ Z¢J (fk,ﬂk,gk)ﬂ(,\f)j det J, Wy (344)
P =1
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donde Ji es el valor del determinante de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de
integracion “k”, Wy es el factor de peso para el punto “k” y NPI es el numero de puntos

de integracion.

La minimizacion de /7% en relaciona o implica en:
~N

PGS O o ” ' 5 W detJ,W, =
=> Opr, Pi\Sknsk)e oy, 9€

- i Oo®
: o (3.45)
NPI NNE
:Z{O'(Fﬁ)k%(fk,?]k,gk) (fk ngk) ¢ (gk nkgk)o- ]50'(6 detJ W -0
k=1 =l
La expresion (3.45) equivale a resolver el sistema de ecuaciones:
M@ 5@ _F© (.46
-2y .
donde
MO = [ g7 gaa ; FO= [ 4709 d0 (347
) JoC = ge~ ~PI
0
NPI
nge):Z¢i<§k’Uk,gk)¢j(§k,77k,gk)det JW,
k=1
(3.48)

F( :"fo_(e) P, (éek ure gk)detJ W
P

Calculando &'? con (3.46) para cada elemento, el valor de las componente de
~N

tension en un determinado nudo “I” sera deferente para cada elemento (e) que concurre

a ese nudo.

El valor suavizado de una componente de tension cualquiera puede calcularse

con la siguiente expresion:
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(3.49)

donde NEI es el numero de elementos que concurren al nudo “I”.

Este procedimiento debe repetirse para cada componente del tensor de tensio-

nes.
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