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CAPITULO LAS ECUACIONES DISCRETAS.
5 APLICACION DEL METODO DE
LOS ELEMENTOS FINITOS.

5.1 OBJETIVOS.

En este capitulo se realizara la version discreta de las ecuaciones formuladas en capitu-
los anteriores usando el Método de los Elementos Finitos. Se presentara a veces en forma ma-
tricial y a veces usando la notacion de Voigt’. En la mayor parte de los casos se mostrara la
estructura de matrices y vectores necesarios para la programacion en tres dimensiones aunque
se dara también la version en dos para algunos casos especiales teniendo siempre en cuenta

que detalles de la forma 2D y su programacion pueden consultarse en la referencia [S3].

5.2 SOBRE EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

Brevemente mencionaremos aqui algunas caracteristicas generales que se han usado en
la formulacion por el método mencionado. Todo lo que se ha desarrollado en la presente tesis
se ha incorporado al programa FECCUND (Finite Element Consolidation Code Using a Non-
linear Development) iniciado durante el desarrollo de la referencia [23] y que resolvia el pro-
blema de la consolidacion de suelos arcillosos saturados con versiones muy rudimentarias de
no linealidad geométrica pero con énfasis en la no linealidad fisica. Este codigo fue ampliado
en 2003 a través de los trabajos descriptos en las referencias [10] y [53]. En la primera se in-
corpord el modelo para consolidacion de suelos no saturados planteado en forma teodrica en
referencia [40] y en la segunda se ampli6 la capacidad del modelo saturado por agregado de
una descripcion mejorada de la no linealidad geométrica agregdndose ademas el tratamiento

de tensiones y pre-consolidaciones iniciales.
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El programa completo ha sido codificado en el lenguaje Fortran 90/95, y se encuentra
disponible en el Departamento de Mecanica Aplicada de la Facultad de Ingenieria de la UN-
NE.

Para los calculos en dos dimensiones se utilizan elementos finitos rectangulares de ocho
nodos para la descripcion del desplazamiento, y de cuatro nodos para la descripcion de la va-
riable presion de poros (usada en los modelos de suelos saturados), con 2 x 2 puntos de Gauss
para la integracion numérica. Los problemas resueltos corresponden a estados planos de ten-
siones y estados planos de deformaciones, y fueron tomados en su mayoria de publicaciones
de reconocidos autores con el objeto de poder comparar y validar los resultados de los mode-
los desarrollados y programados en esta Tesis®*, tanto para solidos continuos como para sue-
los saturados. El problema tridimensional es resuelto con elementos isoparamétricos de 20
nodos para desplazamientos 8 para presiones de poro con integracion 2 x 2 x 2.

En los ejemplos presentados se utilizan los criterios de plastificacion de Von Mises para meta-
les y de Estados Criticos Modificado para suelos compresibles.

Al aplicar el Método de los Elementos Finitos, los tensores simétricos son escritos como arre-
glos de menor orden para simplificar la codificacion en programas computacionales. El pro-
cedimiento para realizar esta conversion se denomina regla de Voigt’. Asi, las tensiones y las
deformaciones se convierten de tensores de segundo orden a matrices columnas (o vectores).

A modo de ejemplo, para un problema bidimensional se puede escribir:

g, Oy & &
_| 911 12 _ _ _| €11 €2 _ §
6= - {6}=10, =490, ,y &= S {e} =&, =9 &y (5.2-1)
Oy Op &y Ep
g, 0y, & 28,

En tanto, los tensores constitutivos de cuarto orden se convierten a matrices de segundo orden

de la siguiente manera:

6=Ce,6 0,=Cype, OFNHIEEE  (6)=[Clte). 6 0,=Che, (522)

1

Lo que lleva, en problemas bidimensionales, a:

Cll C12 C13 Cllll C1122 C1112
[C] = C21 C22 C23 = C2211 C2222 C2212 (52'3)
C31 C32 C33 C1211 C1222 C1212
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La contraccién de indices de la matriz constitutiva acompafa la contraccion de los tensores de

tension y deformacion. A modo de ejemplo, se representa un problema 3D:

0-11 Cllll C1122 C1133 C1123
022 C221 1 C2222 2233 C2223
033 - C3311 C3322 C3333 C3323
023 C231 1 C2322 C2333 C2323
013 C1311 C1322 C1333 C1323
_012 | _C1211 C1222 C1233 C1223
que se transformard en:

1 Cl 1 Cl 2 Cl 3 Cl 4

02 C21 C22 C23 C24

03 - C31 C32 C33 C34

g, C41 C42 C43 C44

05 CSI CSZ C53 C54

L 06 | L C6l C62 C63 C64

C1113
C2213
C3313
C2313
C1313
C1213
Cg.C
gl 4C
¥ g
Cs C
Cy C
Cy C

—

8]

N

n

sz
C2212
C3312
C2312
C1312
C1212 JL
6 1

6 2

6 &

6 ' 2¢,
s || 2€5
s |[p2er

12¢

22
33

23

2&

13

28

12 |

(5.2-4)

(5.2-5)

Si el tensor C posee simetria mayor (3.9-2), la matriz [C] resulta simétrica. También es im-

portante destacar que transformaciones del tipo (3.10-12) 6 (3.11-8) no pueden realizarse en

notacion de Voigt. Esta notacion, también llamada notacion matricial, utiliza los corchetes {}

y las llaves [] para identificar vectores y matrices respectivamente aunque cuado resulte re-

dundante, se obviara esta diferenciacion.

5.3 FORMA DISCRETA DE LAS ECUACIONES (2.5-13).

Para poder implementar en computador al sistema de ecuaciones obtenidos en el aparta-

do 2.5 del capitulo 1 debemos primeramente llevarlas a su forma débil aplicando el método de

Galerkin®” que por tratarse de un procedimiento muy conocido, no se ha detallado aqui. Lue-

go de obtener la forma débil del sistema (2.5-13), queda:

(5.3-1)
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Siendo que, para problemas tridimensionales se tiene:
{ﬁ} . Vector velocidad de desplazamiento nodal,
G iz iz iz il (5.3-2)
{f)w}: Vector tasa de presion de agua nodal,
AlT iyl a2 At
{f)g }: Vector tasa de presion de aire nodal,
A T Al 8 &8 Aoh
{pg} ={pg ;P P } (5.3-4)
{f)w}, {fag }: Vectores presion de agua y aire respectivamente.
n =numero de nodos del elemento finito.
N*: funciones de interpolacion para desplazamiento:
i
)
W) (N0 0 L. N0 0 |ul
W=Ni}o dil=l 0 M o .. 0 N' 0f: (5.3-5)
i, 0 0 N .. 0 0 N!|lu
N7?: funciones de interpolacion para presion de poros (agua o aire)
| b
{pw} = [Np].{faw}, 6 p¥= [Nf ....... NPR (5.3-6)
Py
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[B]: relacion tasa de deformacion — velocidad nodal:

D, . [N 0
D, Uy, 0 N2
{]j = [B”].{ﬁ},o D3 — Uy, — 0 0
D4 uz,s + us,z 0 N"is
Ds ul,s + u3,1 N*is 0
D6 Z;ll,Z +Z;l2,1 Nul,Z N 11
Con l'll.,]. =24 y ;= ON",
X Ox,

Las matrices en (5.3-1), con dQ en lugar de d¢(B), son:

- ] e
HE i [B] &, m[N7]a0
[c.]= i N[ 'm a[B]" a0

o.J=- [ als

b, ]= iD[N”]T l;—w oNlaa [m]= iD[N”]T %(1 -8, nO[N?]a

W

[wa] = _g_[[Np]T all[Np]dQ

(i} =-fv]{aar

lg

02~ e i (.
c.] =£J;[N”]Tma2[B“] dQ
[c.]= i [B°] &, m|N"]a

[ng] = _i[Np]T ) [NP]dQ

p.]= —i[Np]Tazz[Np dQ

LAll

N 0 0 |5
u

0 N 0 |
u

0 0 N |] (537

O Nun,3 Nun,Z "“n
Z/ll

Nun,3 O Nun,l Au
uZ

N%: N 0 |2
Z/13
(5.3-8)
(5.3-9)
(5.3-10)
(5.3-11)
(5.3-12)
(5.3-13)
(5.3-14)

i} =- I T {q.} ar

con los siguientes valores para los coeficientes (calculados en forma discreta en el tiempo an-

terior y siendo que los valores de saturacion deberan obtenerse de la curva caracteristica del

apartado 1.7):
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a =as,y a,=as, (5.3-15)
nS (a—n) C
=0 w4 S S + g _ Wl s —CW 5.3-16
all {KW KS w[ w (Ap Ap ) n j 5 } ( )
a, :{(a_n)Sw[Sg _(Apg —pr)gjﬁLCsw} (5.3-17)
K, n
N :{(a‘”)sg(sw +(ap® —pr)csj +Cf} (5.3-18)
K, n
nS a-—n - CS
a,, :{ Pg +( X )Sg(Sg —(Apg -Ap )n]—Cf} (5.3-19)
.z cr==s. 02 s oy By o=, (”_”)[Sw —Apcﬂz] (5.3-20)
Ap K, Ap K, Ap

5.4 FORMA DISCRETA DE LAS ECUACIONES (3.8-6).

Se vera ahora la forma discreta de la ecuacion del principio de trabajos virtuales para
solidos en general.

Se comienza por el producto ‘dL:" C*:' D, que forma parte del primer miembro de la
(3.8-6). Este puede ser reemplazado por ‘dD:' C*:' D, debido a la simetria menor (3.9-3) del

tensor C*. Luego, la forma discreta del cuerpo continuo en elementos finitos, utilizando la
notacion de Voigt, y teniendo en cuenta (3.5-4), la (3.8-6) se transforma de la siguiente mane-

ra:

(& [ Tl 22 G {a " [ [o]lplasca) (i -

e b (5.4-1)
(o} [N o paoc)+{ay . [INF {Ha00c8)
'¢(8) F¢(B)

siendo, para problemas tridimensionalesf la relacion gradiente espacial de velocidad — velo-

cidad nodal, definida en esta Tesis de la siguiente forma
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L) f[u,] [N 0 0 .. N'' 0 0
Ly| |i,| [N 0 0 .. N, 0 0 |[d
Ly| |us| |NYS 0 0 ... NS, 0 0 ||}
L,| |t 0 N, 0 .. 0 N'Y, 0 |l

W =pld o o t=li.t=| 0 M, 0 .. 0 N, 0 [ip (542
Lg| s, 0 N, 0 .. 0 N 0 |lu
Ly| |, 0 0 N ... 0 0 N |lur
Ly| s, 0 0 Ny .. 0 0 N
Ly lisz] | O 0 Nfy o 0 0 N
.o, , _ON" _ o
con u, ; = 5 y N, = ,- , ambas medidas sobre la configuracion ‘@(B).

La distribucion de los elementos de la matriz [C*], correspondiente a la relacion constitutiva

{L,t} =[C"].{D}, es similar a la de (5.2-5).

El calculo del tensor C* fue mostrado en (3.10-13), (3.11-8) 0 (3.11-12). La primer referencia

corresponde lo usual segun la bibliografia mientras que los dos ultimos corresponden a la

propuesta realizada en esta tesis segun sean o no importantes las tensiones tangenciales (Apar-

tado 3.11). Es importante presentar el formato de la parte simétrica y no simétrica de (3.11-9):

Csim

21, O
2T

[0

0

0

Casim — O
0

0

22

oS O O O

s I,
Ty I,
21, Ty s 0
~ (T33 + Tzz) l 21 l T13
2 2
Simetrico — (T33 +7, ) % T,
o (Tzz + Tn)
0 0 I, Fot o
0 T, 0 -7,
0 -7, -7, 0
1 1 1
0 E(T33 _Tzz) _ETZI _ET31
1 1
0 _ETIZ *(T33 _Tn) ET32
1 1
0 E I E Ty - (Tzz -1, )_

(5.4-3)

(5.4-4)
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Por otro lado, el arreglo de la matriz [*6] es obtenido considerando la igualdad que se debe

mantener entre el producto tensorial y el producto matricial. Es de aclarar que no es la tnica
forma de generarlo, pero es la adoptada aqui. Teniendo en cuenta que

a1 o= ) [ o]l

t

la matriz [’ 6] viene dada por:

(5.4-5)

5.5 INTEGRACION EN EL TIEMPO DE (3.8-6).

Para buscar la solucion paso a paso del problema no lineal, con pasos discretos de tiem-
po At se requiere que la (5.4-1) esté expresada en forma incremental. En consecuencia, es ne-
cesario transformar los diferenciales de tiempo (o tasas) a diferencias finitas:

N
Ou DAu | gty

EE_ JAYS

(5.5-1)

v=u

De acuerdo a lo discutido en la seccion 3.2, todas las magnitudes se definen sobre la ul-
tima configuracién equilibrada (tiempo 7), y se pasa a la siguiente (tiempo 7+A7) mediante un
proceso iterativo, como el de Newton-Raphson modificado. Por lo tanto, se hace lineal al pro-
blema considerando que tanto las variables en tasas como sus incrementos estan referenciados
sobre la configuracion del tiempo ¢, es decir, se utilizan las mismas matrices 3 de (5.4-2) y B
de (5.3-7), medidas en el tiempo 7, para el calculo incremental. La matriz de rigidez del siste-
ma de elementos finitos, que surge de hacer lineal el primer miembro de la (5.4-1), se deno-

mina matriz de rigidez tangente.

Simplificando {d;}T de la (5.4-1) y pasando a la forma incremental, se obtiene:
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[ T lelle] 220 [l [o]lplasce) | (g =

"¢(B) ‘9(8) (5.5-2)
= [[N]" {ab}.pdp(B)+ [IN]" [at]dog(B)
‘9(B) 0'9(8)

El primer miembro se conoce comunmente como fuerzas nodales internas, por ser las reac-
ciones internas que equilibran al segundo miembro, conocido como fuerzas nodales externas.
Nétese que las fuerzas internas estan relacionadas al incremento de los desplazamientos noda-
les Au a través de dos términos: el primero debido a la respuesta del material, y el segundo
debido al estado actual de tensiones, el cual lleva en cuenta todos los efectos geométricos de
la deformacion, como rotaciones y elongaciones. En consecuencia, a estos términos se los de-

nomina rigidez de material K, y rigidez geométrica K . ., respectivamente, y la suma de

geo ?
ambas forma la matriz de rigidez tangente del sistema de elementos finitos. En forma matri-

cial compacta se puede escribir la siguiente ecuacion:

(Kmat +I<geo)'A{l :AFext (55-3)
siendo:
K, = | [B' ~[’CT]~[B]m (5.5-4)
‘9(8) J
K, = [ ['sllplagcs) (5.5-5)
‘9(B)
AF,, = (IN]" {ab}.pdg(B)+ [IN]' [at]ldopcB) (5.5-6)
'¢(8) FP(B)

La solucion de la (5.5-3), que da los desplazamientos nodales Au, se calcula con cual-
quier método de resolucion de sistemas de ecuaciones algebraicas, luego de imponer las con-
diciones de borde (o de contorno) al sistema de elementos finitos, y en cada iteracion del pro-
ceso incremental. Debido a que el problema es no lineal, y de acuerdo a lo discutido en la sec-
cion 3.2, al final de cada iteracidn o ciclo de céalculo aparece un error o residuo [0 que, segin
la (3.2-1) y para un proceso incremental, vale:

0=AF., -AF,, #0 (5.5-7)

int

Llevando en cuenta la (5.4-1), se obtiene la expresion para el calculo del residuo:
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0=AF,_, -(K,, +K, ). Ad

geo

=aF,, - [ [B][c]{ad %’9) + [p7 [ o] Ofad) .d¢(B)J £0  (5.58)

‘p(8) '9(8)
donde Ae es el incremento de deformacion lineal nodal, en la configuracion actual, definido a

partir de (3.4-19) y (5.3-7) como:

VAR
£, | Dé,
Ae='B.Au = Ae} = Aé? , con Aé..:l(am;" +6Mf} (5.5-9)
Né,| |20é, 7o2lox;, o'
Ne,| |20,
Ne.| |20,

y OAu es el gradiente espacial del incremento de los desplazamientos nodales, definido a par-

tir de (3.4-17) y (5.4-2) como:

OAi, ) (D,
OAi, | | D,
ACd,| | b
OAi,| | Ay, o
OAa="g.0u =< O ¢ =< Dii, , ¢, con Dat, ;= atxf (5.5-10)
OAi, | | Ad, j
OAi, | | Ay,
OnG, | | A
OAG, | | b,

El célculo del residuo [0 con la (5.5-8) puede introducir, en algunos casos, errores nu-
méricos por redondeo, que se acumulan hacia adelante al avanzar en el tiempo con los incre-
mentos de carga. Para evitar estos errores y lograr un mejor control en el calculo de la tensidén
total en el tiempo 7+Af#, se puede calcular el vector residuo como la diferencia que surge de
plantear el equilibrio del cuerpo en un instante determinado 7+A#, con el total de los esfuerzos

actuantes en ese momento, es decir:

o={"F }{ 8} 20 (5.5-11)
o={"r.}- [[B]{*e"}apB)20 (5.5-12)
"9(8)
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Siendo, (i), una iteracion por no linealidad. El vector residuo [, calculado con (5.5-8) o
(5.5-12), es tenido en cuenta como carga para la siguiente iteracion de calculo. El proceso ite-
rativo se detiene, para proceder con el siguiente incremento de tiempo (o carga), cuando el va-

lor de [0 se hace menor o igual a una cierta tolerancia preestablecida.

5.6 FORMA DISCRETA DE LAS ECUACIONES (4.3-1).

Para hacer discreta la ecuacion de equilibrio (4.3-1) de manera analoga a lo hecho en los
apartados 5.3 y 5.4 , debemos fijar nuestra atencion en la manera de definir la matriz de rigi-
dez del elemento. La ecuacion (4.3-1) debe sustituirse en el primer término de la primer ecua-

cién de la (2.5-13) o mas recientemente, de la (5.3-1). Recordando esta altima:

A

Ki+C,, p"+C, p* =F, (5.6-1)

Ahora, la matriz K, a diferencia de (5.5-2), y en notacion de Voigt, sera:

k= | [ lelln] 2022,

: | [B]T.[’c].[ﬁ].d¢(B)+[ (18] fap {ucf o * [B|ap(B) + (5.6-2)
+[ “Bu]T.’az.’pg.{m}{ m T.[B“].d(b(B)
y:
i = [T oagce)+ [T .a0g08) (5.6:3)

donde B y B" son las relaciones {L} - {ﬁ}, segun (5.4-2), y {D} - {ﬁ}, segun (5.3-7), res-
pectivamente, pero expresados ambos en términos de [N“J. Ademas, el valor de las constan-

tes se dan en (2.5-13) 6 (5.3-15), y el de [C"] se obtiene de (4.2-10).

5.7 INTEGRACION EN EL TIEMPO DE (5.3-1).

Durante el parrafo 5.5 se indico la necesidad de aprovechar la integracion en el tiempo

para lograr la solucioén paso a paso de un problema no lineal. Ahora volvemos a realizar lo
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mismo sobre el sistema indicado en (5.3-1) con la incorporacion de la no linealidad indicada

en (5.6-2). En esta ocasion nos detendremos sobre la técnica de integracion por la aparicion

conjunta de (p”,p*) v (p”,p® ) en el sistema de ecuaciones. Para ello se puede recurrir al

método del parametro 9 ! aplicado, por ejemplo, a la incognita genérica p. Asi, se tiene:

p=9"p+(1-9) p (5.7-1)

con 0<I<1;y considerando que: () = , se puede escribir:

“0-'0Q
At

K C, C, g K C, C, ‘u
CWS PWW ng e f)w - CWS PWW ng ' f)w +
+Af A A
Cgs ng ng l pg Cgs ng ng ng
(5.7-2)
0 0 0| ™ua 0 0 0| s
+0 H,, 0 |<"p"iI9*Ar+0 H,, 0 |1p"(1-9)Ar=<F, A
0 0 H,[| “p* 0 0 H, | 'p* )
o
1K C., C, A
c, (p,, +H, J9N) Q.. HAAPY L+
t+At A
Cgs ng (ng + Hggﬂ At Ap*
(5.7-3)
To o o [ 9 "M +(1-9)F,
+A [0 H,, 0| <'p =A™k +(1-3)F,
t A t+Af Y {1
0 0 H, |'p* 9 "F, +(1-9)F,
o también:
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K C.. C., Ad

C. (P,+H,J01) — Q, Ap™ 1+

C,. Q,. (P, +H,, 9] | Ap®

(5.7-4)

¢ ‘n A

o 0 0 i AF,
+0 (AH,) 0 ‘PYi=  {AF,

o o (avm,] |'p* AF,

La expresion (5.7-4) luego de ser montada para todo el dominio en estudio, e incluidas
las correspondientes condiciones de contorno, conduce al sistema de ecuaciones algebraicas
incrementales que son resueltas en forma iterativa, de acuerdo a lo discutido en la seccion 3.2,
debido a que el problema es no lineal. Se hace especial referencia a que las matrices son to-
madas en el tiempo anterior equilibrado para el calculo de cada incremento de las incognitas y
es por esto que en (5.3-16) a (5.3-20) se usan los incrementos del tiempo anterior.

El proceso iterativo se extiende hasta que el error o residuo [0 sea menor o igual a una
tolerancia preestablecida. Este residuo, analogamente a (5.5-12), se calcula para medios poro-

sos saturados de la siguiente manera y usando notacion de Voigt:
{0} = {’*A’FGex} {”A’FGM} (G indica general) (5.7-5)

{z+Az Fexl}
D=—mhm4$%%xww

- ar[1],, {pf { A}

o I[BM]T {z+Az 6(1-)} dg(B)

ed frra0—d - (e, +aarfH],,) o ap} -[a], {7 apd
—[cljw —’j—[Q]wg (v 5} Tlo], +a A[H_J] "85

(5.7-6)

donde {"** ¢} es el vector de tensiones totales (tensiones efectivas mas presion de poros)

de Cauchy, calculado a partir de (3.5-5), como:
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weg® = RFR) + Y (g pr1) + " a, po1)” (5.7-7)

La anterior se da en términos de la tension co-rotacional efectiva de Kirchhoft T cuyo valor
en la iteracion (7) del tiempo ++Af es directamente la sumatoria de los incrementos de tension

efectiva hasta ese momento. El mismo tratamiento se hace para p"'y p?.
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